Mustagqil ishlash uchun masalalar

1-masala:

a,b,c > 0bolsin. Isbotlang:

+-+-= 3.

SRS
als

Qla

Yechim:
1) AM-GM (o’rta arifmetik-o’rta geometrik) tengsizligini qo‘llaymiz:

+y+
xyz>3

= Jxyz.
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Bu yerda:
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2) AM-GM ni qo‘llaymiz:
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Soddalashtiramiz:
() -1~
Demak
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3) Ikkala tomonni 3 ga ko‘paytiramiz:

+-+-= 3.
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4) Tenglik fagata = b = c bo‘lganda bajariladi.

2-masala.

a,b,c > 0 bo‘lsin. Isbotlang:

YECHIM
1-bosqich. Koshi tengsizligining quyidagi ko‘rinishini ishlatamiz:

2 2 2 2
X X X X + x, + x

1+2+32(1 2 3)
Yir Y2 Y3 Yi+ Y2+ Y3

Bu yerda quyidagicha tanlaymiz:

Xy =ay;, =b+c
X, = by, =c+a
X3 =cy3 =a+b

Shunda chap tomoni aynan bizning ifodamiz bo‘ladi:

a? b? c?

+ +
b+c c+a a+b

Demak, Koshi bo‘yicha:

a? N b? N c? - (a + b + ¢)?
b+c c¢c+a a+b (b+c)+ (c+a)+ (a+ b)

2-bosqich. Endi pastdagi yig‘indini soddalashtiramiz:

b+c)y+(c+a)+(a+b)=b+c+c+a+a+b=2a+b+c)



Shuning uchun:

a? b? c? (a + b + ¢)?
+ + >
b+c c+a a+b 2(a+b+c)

a + b + ¢ > 0 bo‘lgani uchun, gisqartirish mumkin:

(@+b+c)P? a+b+c

2@ + b +¢) 2
Demak, natijada:
a’ N b? N c? >a+b+c
b+c¢c ¢c+a a+b 2 '

3-bosqich. Tenglik gachon bo*‘ladi?
Koshi tengsizligida tenglik bo*lishi uchun quyidagisi kerak:

a b c
b+cc+aa+hb

Buholata = b = ¢ bo‘lganda bajariladi.

Demak:

tenglik fagata = b = c bo‘lsa.

3-masala.
a,b,c > 0 bo‘lsin. Isbotlang:

1 1 1 9
+ + = .
a+b b+c c+a 2(a+b+c)

YECHIM

1-bosqich. Koshi tengsizligining quyidagi ko‘rinishini ishlatamiz:

2 2 2 2
X X X X1 +x,+x

i X 32(1 2 3)_
Yi Y2 Y3 Y1+ Y2 + Y3



Biz shunday tanlaymiz:

Shunda chap tomoni bo‘ladi:

Demak, Koshi bo*yicha:

U SR S (1+1+ 1)
a+b b+c c+a (a@a+b)+B+c)+ (c +a)

2-bosqich. Endi pastdagi yig“indini soddalashtiramiz:
a+b)+b+c)+(c+a)=a+b+b+c+c+a=2a+b+c)
Shuning uchun:

1 1 1 9
+ + > :
a+b b+c c+a 2(a+b+c)

Bu aynan isbotlash kerak bo‘lgan tengsizlik.
Demak:

1 1 1 9
+ + > :
a+b b+c c+a 2(a+b+c)

3-bosqich. Tenglik gachon bajariladi?

Koshi tengsizligida tenglik bo‘lishi uchun:

Xy X3

X1
i vz s

bir xil bo‘lishi kerak. Bizda:

X1:x2:x3:11
yi = a+ b, vy, = b + ¢ y3 = ¢ + a.

Demak tenglik uchun:



a+b=b+c=c+a
bo‘lishi kerak. Bu tengliklar sistemasi fagat:
a=b=c
bo*lganda bajariladi.

Shuning uchun tenglik fagata = b = c bo‘lganda erishiladi.

MASALA (Schur + AM-GM kombinatsiyasi)

4-masala.
a,b,c > 0 bo‘lsin. Isbotlang:

1. a® + b3 + ¢® + 3abc > a*b + b?c + c?a + ab? + bc? + ca?
2. a’b + b?c + c?a + ab? + bc? + ca? > 6abc

Shundan xulosa chigadi:
a® + b3 + ¢ + 3abc > 6abc.

Bu zanjirli tengsizlik Shur tengsizligi va AM—-GMni birga ishlatish uchun yaxshi misol.

YECHIM
1-gism. Shur yordamida birinchi tengsizlik
Schur tengsizligining 3-darajali ko‘rinishi shunday:

a® + b3 + ¢3 + 3abc = a?b + a’*c + b%c + b?>a + c?a + c?b.
O*ng tomonni shunday yozish mumkin:

a’b + b%c + c*a + ab? + bc? + ca®.

Demak, Shur tengsizligi aynan shuni beradi:
a® + b3 + ¢ + 3abc = a’?b + b%c + c?*a + ab? + bc? + ca?.

Bu 1-gismning isboti.



Metodik eslatma: biz Shur tengsizligini allagachon alohida isbot gilib chiggan edik
(@ = ¢ + x,b = ¢ + y o‘rin almashtirish orgali). Shu yerda esa uni tayyor vosita
sifatida ishlatyapmiz.

2-gism. AM-GM yordamida ikkinchi tengsizlik
Endi isbotlaymiz:
a’*b + b?c + c*a + ab® + bc* + ca® = 6abc.
Ifodani 3 juftlikka ajratamiz:
(a®b + ab?) + (b%c + bc?) + (c?a + ca?).

Endi har bir gavs ichiga AM-GM (arifmetik va geometrik o‘rtacha) tengsizligini
go‘llaymiz.

1. Birinchi juftlik uchun:

a’?b + ab?> 2+a%b - ab? = 2+/a3 b3 = 2abVab.
Lekin bizga anigroq va sodda baho kerak. Yana bir yo‘l:
a’b + ab? = ab(a + b).

Bu ifoda ijobiy va simmetrik, lekin biz aniq > 2abc bahosini istaymiz. Buni quyidagicha
gilamiz:

AM-GM ni to*g‘ridan-to*g‘ri abc ga bog‘laymiz:
Har bir juftlik uchun shunday yozamiz:

a’b + ab? > 2ab+/ab (buto‘g‘ri, lekin abc bilan bog*lash uchun maxsus shart kerak
bo*ladi)

Bu yerdan oddiyroq va eng ko“p ishlatiladigan usul:
Har bir juftlikni quyidagicha baholaymiz:
a® b + ab? > 2abab = 2abc

agar, masalan, ¢ < ab bo‘lsa. Lekin bu har doim shart emas. Shu sababli oddiyroq va
standart yondashuvni tanlaymiz:



Biz quyidagi klassik AM—-GM juftlashini ishlatamiz:
a’b + bc?> 2abc
b’c + ca®*> 2 abc
c’a + ab*> 2abec.
Bu yerda har gaysi juftlikda uchta harf gatnashadi. Masalan:
e a’b + bc? uchun:
x = a*b,y = bc?
AM-GM bo‘yicha:
a’b + bc?> 2vVa?b - bc? = 2Va?b?c? = 2abc.
Shu kabi:

e b%c + ca® > 2abc
e c?a + ab?® > 2abc.

Endi ularni go‘shamiz:
(a®b + bc?) + (b*>c + ca®) + (c*a + ab?) = 2abc + 2abc + 2abc = 6abc.
Lekin chap tomonni tartiblashimiz kerak:
a’b + b%c + c?a + ab? + bc? + ca?
bu aynan yuqoridagi uch juftlikning yig‘indisiga teng.
Demak:
a’b + b%c + c?a + ab? + bc? + ca? = 6abc.

Bu 2-gismning isboti.

Yakuniy zanjir

Endi ikkala natijani birlashtiramiz:

1. Shur bo‘yicha:
a® + b3 + ¢ + 3abc> a?b + b%c + c?a + ab? + bc? + ca®.
2. AM-GM bo‘yicha:
a’b + b%c + c?a + ab?® + bc? + ca? > 6abc.

Shunday qilib:



a® + b3 + ¢® + 3abc > 6abc.

5-masala.

a,b,c > 0 bo‘lsin. Isbotlang:

o) +

Ya’ni:

a2

c + a

2
b ) +(aib)22 3/4.

b? c?

b+ Craf (@+br-

YECHIM

3/4.

1-bosgich. Koshi (yoki RMS—AM) usulini ishlatamiz.

Har ganday uchta hagiqgiy son x, y, z uchun:

x% +y? + 22 (x+y+z)2
= .
3 3

Bu tengsizlikdan:

2 > (x+y+2)?

x2 +y2 + 22> -

Endi bu yerda:

deb olamiz.

Shunda:

a 2 b
(b+c) +(c+a

Demak:

_a
x_b+c
_ b
y_c+a
. c
Z_a+b




a? s b2 s c2 _(S)z
(b+c)2 (c+a)? (a+b2 3 °

bu yerda:

a b c

S = .
b+c c+a a+b

2-bosgich. Endi S uchun pastki chegarani ishlatamiz (Nesbitt tengsizligi).

Nesbitt tengsizligi shuni aytadi:

bc > 0 PR
_) —
b b+c¢c c¢c+a a+b 2
Demak:
s> 2
2
3-bosqgich. S ni gayta qo*yamiz.
1-bosqgichdagi natijaga S > %ni go‘yamiz:
3\ 9
a? N b? N c? _SZ_(j) 79
b+c)2 (c+a)? (@+b2 3 3 3 12
Demak:
a \? b \2 c 2 3
(b+c) + (c+a) + (a+b) ZZ'
4-bosgich. Tenglik gachon bo‘ladi?
Ikki joyda tenglik ishlatilgan:
1L x> +y*+ 22> Gry+2)?
- 3
tenglik fagat x = y = z bo‘lganda.
2. Nesbitt tengsizligida
a 4 b 4 c - 3
b+c c+a a+b 2

tenglik fagata = b = c bo‘lganda.

Demak, barcha tengliklar bir vaqgtda faqat:



bo‘lganda bajariladi.
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